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SIFAT-SIFAT LANJUT FUNGSI TERBATAS 
Suhardi, Helmi, Yundari 
INTISARI 
Fungsi terbatas merupakan fungsi yang memiliki batas atas dan batas bawah. Terdapat kajian lanjut 
tentang fungsi terbatas yaitu fungsi bervariasi terbatas. Penelitian ini mengkaji definisi fungsi bervariasi 
terbatas dan hubungan fungsi bervariasi terbatas dengan fungsi terbatas, fungsi monoton serta sifat-sifat 
fungsi bervariasi terbatas. Suatu fungsi f dikatakan bervariasi terbatas jika jumlahan selisih nilai fungsi 
dari koleksi partisi pada suatu interval [a,b] lebih kecil atau sama dengan sebarang bilangan real positif 
M. Fungsi bervariasi terbatas berhubungan dengan fungsi terbatas dan fungsi monoton. Selain itu sifat-
sifat fungsi bervariasi terbatas yaitu himpunan fungsi bervariasi terbatas pada [a,b] bersifat linear 
terhadap perkalian dengan suatu konstanta, penjumlahan, pengurangan, pembagian dan perkalian. Jika 
fungsi f bervariasi terbatas pada [a,b] maka f bervariasi terbatas juga pada subset [a,b]. Jika fungsi f  
bervariasi terbatas pada [a,c] dan [c,b] maka fungsi  f  bervariasi terbatas pada [a,b]. 
Kata kunci : Interval, fungsi terbatas,  fungsi bervariasi terbatas 
PENDAHULUAN 
Salah satu teori dasar yang menjadi pembahasan dalam analisis matematika yaitu fungsi. Suatu 
fungsi dari himpunan   ke himpunan  , dengan A dan B merupakan dua himpunan tak kosong adalah 
pemetaan yang memenuhi syarat setiap anggota himpunan   mempunyai tepat satu kawan ke 
himpunan  . Fungsi   dari himpunan   ke himpunan B tersebut dinotasikan dengan       [1]. 
     Kajian tentang fungsi terus berkembang seiring dengan banyaknya penelitian-penelitian yang 
dilakukan oleh para matematikawan. Salah satu fungsi yang dikembangkan oleh para matematikawan 
adalah tentang fungsi terbatas. Misal diberikan suatu fungsi   [   ]   , fungsi   dikatakan terbatas 
jika fungsi tersebut memiliki batas atas dan batas bawah dengan kata lain suatu fungsi dikatakan 
terbatas jika terdapat    sedemikian sehingga  f x M untuk setiap   [   ] [1].  
     Matematikawan yang mengembangkan kajian tentang fungsi terbatas yaitu Camille Jordan (1881). 
Camille Jordan mengenalkan kajian tentang sifat-sifat lanjut dari fungsi terbatas di   yaitu fungsi 
bervariasi terbatas (Bounded Variation Function) dan fungsi terbatas merupakan dasar dari kajian 
tentang fungsi bervariasi terbatas. Fungsi bervariasi terbatas merupakan jumlahan dari selisih-selisih 
nilai fungsi pada setiap partisi di suatu interval. Oleh karena itu dalam penelitian ini dikaji definisi 
fungsi bervariasi terbatas dan hubungan fungsi bervariasi terbatas dengan fungsi terbatas, fungsi 
monoton serta sifat-sifat fungsi bervariasi terbatas.  
FUNGSI BERVARIASI TERBATAS 
Diketahui bahwa interval tertutup merupakan himpunan bagian dari real yang bersifat jika       
dengan       dengan      , maka   [   ]. Pada bilangan real dapat dibentuk banyak 
interval sedemikian sehingga interval-interval tersebut ada yang tumpang tindih. Misal diberikan 
interval    dan    dengan        , interval-interval tersebut dikatakan tidak tumpang tindih jika 
terdapat sebanyak banyaknya satu titik         [1].  
     Interval [   ] dapat dipartisi menjadi sub interval. Partisi dari suatu interval didefinisikan dengan 
Definisi 1 [1] Partisi dari interval [   ] adalah koleksi   {          } tidak saling tumpang tindih 
yang gabungannya adalah interval [   ]. Partisi [   ] ke-n dari koleksi   dapat juga dinotasikan 
dengan    [       ], dengan 1 2 3 1 .n na x x x x x b        
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     Fungsi bervariasi terbatas merupakan jumlahan fungsi-fungsi dari setiap koleksi partisi pada suatu 
interval tertutup yang terbatas atau dengan kata lain jumlahan dari fungsi-fungsi tersebut lebih kecil 
atau sama dengan sebarang bilangan real positif M. Hal ini sebagaimana yang didefinisikan pada 
definisi 2 berikut. 
Definisi 2 [2] Diberikan suatu fungsi   [   ]     f dikatakan bervariasi terbatas jika terdapat 
    sehingga untuk setiap koleksi   {[     ]|           } di dalam [   ] dengan      
          , untuk setiap     yang tidak tumpang tindih berlaku 






f b f a M

   
Koleksi semua fungsi yang bervariasi terbatas pada [   ] dinotasikan dengan   [   ]. 
Contoh 
Diberikan    [   ]    yang didefinisikan dengan  ( )    untuk setiap   [   ], tunjukan fungsi   
bervariasi terbatas pada [   ]. 
Akan ditunjukan fungsi   bervariasi terbatas pada [   ]. Misal diambil koleksi   {[     ]|  
         } pada interval [   ] dengan partisi                , untuk setiap     berlaku 
               
           
               
   
1 1 2 2
1
1 1 2 2











f b f a f b f a f b f a f b f a
f b f a f b f a f b f a
f a f b f a f b f a f b f a f b
f a f b

       
      




untuk  ( )   , maka 
                                        
   0 1
0 1
1




Karena untuk koleksi   {[     ]|           } di dalam [   ] dengan partisi            






f b f a M

   sehingga dapat 
disimpulkan bahwa fungsi   bervariasi terbatas pada [   ]. 
SIFAT-SIFAT DARI FUNGSI BERVARIASI TERBATAS 
     Diberikan suatu fungsi bervariasi terbatas pada suatu interval [   ] maka fungsi tersebut 
merupakan fungsi terbatas. Sebagaimana yang dijelaskan pada Teorema 3 berikut. 
Teorema 3 [3] Diberikan suatu fungsi   [   ]    bervariasi terbatas pada [   ], maka   terbatas 
pada [   ]. 
Bukti 
Diketahui   merupakan fungsi bervariasi terbatas pada [   ], berdasarkan Definisi 2, dan akan 
ditunjukkan fungsi f  terbatas yaitu terdapat      yang memenuhi sifat | ( )|   , untuk setiap 
  [   ]. 
Akibatnya untuk setiap  ,x a b  , dan berdasarkan ketaksamaan segitiga maka 
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           
       
i i i i
i i
f b f a f b f a f x f x M
f x f a f b f x M
     
    
 
sehingga  
           
   
i i i
i
f x f a f x f a f b f x M
f x f a M
     
 
 
dengan menggunakan ketaksamaan segitiga berlaku 
       
   




f x f a f x f a M
f x f a M
f x f a M




Misal dipilih  1 iM f a M  , sehingga | ( )|    , dengan demikian dapat disimpulkan bahwa 
untuk setiap fungsi   yang bervariasi terbatas pada [   ] pasti terbatas pada [   ].      
Konvers dari Teorema 3 tidak berlaku yaitu jika suatu fungsi terbatas pada [   ] maka belum tentu 
fungsi tersebut bervariasi terbatas pada [   ]. 
     Misal diberikan fungsi monoton pada interval [   ], Sedemikian sehingga fungsi    tersebut 
bervariasi terbatas pada [   ]. Sebagaimana yang dijelaskan pada Teorema 4 berikut. 
Teorema 4 [4] Diberikan fungsi   monoton pada interval [   ], maka   bervariasi terbatas pada 
[   ]. 
Bukti 
Diketahui fungsi monoton terbagi menjadi dua yaitu fungsi monoton naik dan fungsi monoton turun. 
Suatu fungsi   monoton naik pada [   ], jika untuk setiap     [   ] dengan    , berlaku 
 ( )   ( ) dan berdasarkan Definisi 2, maka 
               
           
   
1 1 2 2
1









f b f a f b f a f b f a f b f a
f b f a f b f a f b f a
f b f a

       




Karena koleksi    {[     ]|           } di dalam [   ] dengan                , 
untuk setiap     dan dengan mengambil    1 1nM f b f a    sedemikian sehingga diperoleh 









sehingga dapat disimpulkan bahwa jika suatu fungsi   monoton naik  pada 
[   ] maka fungsi   bervariasi terbatas pada [   ].  
     Jika fungsi   monoton turun pada [   ], jika untuk setiap     [   ] dengan    , berlaku 
 ( )   ( ) dan berdasarkan definisi 2, maka 
       
           
           
   
1 1
1 1 2 2










f b f a f a f b
f a f b f a f b f a f b
f a f b f a f b f a f b
f a f b
 
  
      
      
 
 
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Karena untuk koleksi    {[     ]|           } di dalam [   ] dengan               
 , untuk setiap     dan dengan mengambil    1 1nM f a f b    sedemikian sehingga diperoleh  









sehingga dapat disimpulkan bahwa jika suatu fungsi   monoton turun  pada 
[   ] maka fungsi   bervariasi terbatas pada [   ]. Karena fungsi monoton naik dan monoton turun 
pada interval [   ] bervariasi terbatas, sehingga dapat disimpulkan bahwa fungsi monoton pada [   ] 
bervariasi terbatas pada [   ].              
     Suatu fungsi   yang bervariasi terbatas pada [   ] maka jika dikalikan dengan suatu konstanta 
   , dijumlahkan dua fungsi BV, pengurangan dua fungsi BV, pembagian dan perkalian dua fungsi 
BV. Maka fungsi tersebut tetap bervariasi terbatas pada [   ]. Hal ini sebagaimana yang dijelaskan 
pada teorema 5 berikut. 
Teorema 5 [3] Diberikan dua fungsi f dan g bervariasi terbatas pada interval [   ] dan diberikan 
suatu konstanta    . Maka 
i.    adalah bervariasi terbatas pada [   ] 
ii. f g  dan f g  adalah bervariasi terbatas pada [   ] 




  terbatas pada [   ], maka 
f
g
 adalah bervariasi terbatas pada [   ]. 
Bukti 
Diketahui fungsi   bervariasi terbatas pada [   ] berdasarkan Definisi 2 berlaku 





f b f a M

               (1) 





g b g a M

       (2) 
Pada penelitin ini akan dibuktikan Teorema 5 bagian ii dan iii, karena untuk pembuktian i dan iv dapat 
menggunakakn cara yang sama dengan bagian ii dan iii.  
ii. Akan dibuktikan f g  dan f g  bervariasi terbatas pada [   ], akan dibuktikan f g








   ,if g a M    maka 
               
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      
   











f g b f g a M M

       
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Karena untuk koleksi    {[     ]|           } di dalam [   ] dengan         
       , untuk setiap     dan  dengan mengambil 1 2M M M    sehingga diperoleh





f g b f g a M M M
 
       maka dapat disimpulkan bahwa f g  
bervariasi terbatas pada [   ]. 
Kemudian untuk membuktikan f g  bervariasi terbatas pada [   ] menggunakan cara yang sama 
dengan cara membuktikan f g  bervariasi terbatas pada [   ]. 
iii. Akan dibuktikan fg  bervariasi terbatas pada [   ], akan dicari   sedemikian sehingga 






fg b fg a M

   maka  
                 
                   
                   
         
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fg b fg a f b g b f a g a
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Karena untuk koleksi    {[     ]|           } di dalam [   ] dengan         




























b a b a a b










fg b fg a

 1 3 2 4M M m m M    maka dapat disimpulkan bahwa fg  bervariasi 
terbatas pada [   ].                          
Misal diberikan dua interval [   ] dan [   ]  [   ]. Jika fungsi   bervariasi terbatas pada 
interval [   ] maka fungsi tersebut bervariasi terbatas pada interval [   ]. Hal ini seperti yang 
dijelaskan pada Teorema 6 berikut. 
Teorema 6 [2] Diberikan suatu fungsi   [   ]    yang bervariasi terbatas pada [   ], maka fungsi 
  bervariasi terbatas pada [   ] untuk sebarang [   ]  [   ]. 
Bukti 
Diketahui fungsi   merupakan fungsi bervariasi terbatas, berdasarkan Definisi 2 dan diketahui 
[   ]  [   ]. Akan ditunjukan fungsi   bervariasi terbatas pada [   ]. Misal diambil koleksi 
  {[     ]|           } di dalam [   ] dengan                , untuk setiap    , 
maka 




i i n n
i
f d f c f d f c f d f c f d f c

         
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           
                  
   
1 1 2 2







f d f c f d f c f d f c
f c f d f c f d f c f d f c f d
f d f c
      
         
 
 karena untuk koleksi   {[     ]|           } di dalam [   ] dengan                





f d f c M

    sehingga dapat 
disimpulkan bahwa fungsi   bervariasi terbatas pada [   ].          
     Diketahui suatu fungsi   bervariasi terbatas pada interval [   ], [   ] dan [   ] dengan   [   ], 
sedemikian sehingga fungsi   bervariasi terbatas pada [   ] dan [   ] maka fungsi   juga bervariasi 
terbatas pada [   ]. Sebagaimana yang dijelaskan pada Teorema 7 berikut. 
Teorema 7 [5] Jika fungsi   bervariasi terbatas pada [   ] dan fungsi   bervariasi terbatas 
pada [   ] maka   bervariasi terbatas pada [   ]. 
Bukti 
Diketahui fungsi   bervariasi terbatas pada [   ] dan [   ], berdasarkan definisi 2 berlaku 





f c f a M






f b f c M

    maka  
           
            
            
         
1 1 1 1
1 1
1 1 2 2










f b f a f c f a f b f c
f c f a f c f a f c f a
f b f c f b f c f b f c
f c f a f b f c
  
    
      
     
   
  
 
karena untuk koleksi   {[     ]|           } di dalam [   ] dengan                ,  
untuk setiap     dan dengan mengambil    1 1 1nM f c f a  
 
kemudian untuk koleksi   
{[     ]|           } di dalam [   ] dengan partisi                ,  untuk setiap     
dan dengan mengambil    2 1 1nM f b f c    diperoleh 




i i n n
i
f b f a f c f a f b f c
M M











f b f a M

  sehingga dapat disimpulkan fungsi 
  bervariasi terbatas [   ].                





f b f a

 
   1nf b f a  dengan    1 ,nf b f a M   sedemikian sehingga dari suatu fungsi bervariasi 
terbatas tersebut diperoleh dua fungsi monoton yang berbeda yaitu  nf b  dan  1f a . Sebagaimana
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yang dijelaskan pada Teorema 8 berikut. 
Teorema 8 [2] Diberikan fungsi   [   ]    adalah bervariasi terbatas jika dan hanya jika terdapat 
fungsi monoton naik     dan     sedemikian sehingga        . 
Sebelum membuktikan teorema perlu dibahas tentang lemma yang berkaitan dengan fungsi monoton 
naik yang bervariasi terbatas. 
Lemma 9 Fungsi   bervariasi terbatas pada [   ] dan   [   ] sedemikian sehingga 





f x f x f a

  , adalah fungsi monoton naik. 
Bukti 
Ambil sebarang  1 2, ,x x a b  dengan 1 2x x . Akan di tunjukan bahwa    2 1f x f x . karena   
fungsi bervariasi terbatas pada [   ], berdasarkan Definisi 2 dan Teorema 7 maka 
 
           
           
       
2 1 2 1
1 1 1
2 1 2 1
1 1 1








f x f a f x f a f x f x
f x f a f x f a f x f x




    










f x f x M

   atau dengan kata lain bervariasi terbatas pada  1 2,x x   
dan berdasarkan Teorema 4 maka    2 1f x f x . Sehingga dapat disimpulkan  f x merupakan 
fungsi monoton naik.                 
Bukti Teorema 8 
     Menurut definisi fungsi   monoton naik pada [   ], jika untuk setiap     [   ] dengan    , 




f f x f a

  untuk   (   ] dan   ( )   . 
Menurut lemma 11,    merupakan fungsi monoton naik. Kemudian didefinisikan juga   ( )  
  ( )   ( ) 
     Misalkan        . Berdasarkan Definisi 2 dapat dituliskan 
 
       
   
   
1 1f x f y f y f x
f y f x








       
       




f y f x f y f x
f y f y f x f x





karena    2 2f y f x  maka dapat disimpulkan bahwa fungsi tersebut merupakan fungsi monoton 
naik.  




Suatu fungsi   [   ]    dikatakan bervariasi terbatas jika jumlahan dari selisih nilai fungsi dari 
setiap koleksi partisi pada [   ] terbatas atau terdapat     sehingga untuk setiap koleksi   
{[     ]|           } di dalam [   ] dengan                , untuk setiap     yang 





f b f a M

  . Sifat-sifat fungsi bervariasi terbatas sebagai 
berikut: 
a. Jika suatu fungsi   yang bervariasi terbatas pada suatu interval [   ], maka fungsi tersebut 
merupakan fungsi terbatas pada [   ].  
b. Jika suatu fungsi   monoton pada interval [   ], maka fungsi    tersebut bervariasi terbatas 
pada [   ] 
c. Suatu fungsi   yang bervariasi terbatas pada [   ] tertutup terhadap perkalian dengan suatu 
konstanta    , penjumlahan, pengurangan, pembagian dan perkalian. 
d. Jika fungsi   bervariasi terbatas pada [   ], maka fungsi tersebut bervariasi terbatas pada 
subset [   ]. 
e.  Jika fungsi    bervariasi terbatas pada [   ] dan [   ] maka fungsi     bervariasi terbatas 
pada [   ]. 
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
 
   1nf b f a , sedemikian sehingga dari suatu fungsi bervariasi terbatas tersebut diperoleh 
dua fungsi monoton yaitu  nf b  dan  1f a . 
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